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Bemerkungen über die Integration linearer Differential~ 
gleichungen mit Coefficienten , die bezüglich der unabhängig 
Variablen von der ersten Potenz sind . 

Von Simon Spitzer. 

(Vorgetragen in der Sitzung am 7. October 1837.) 

ln unserem ersten Memoire, das wir unter dem Titel: „Integra¬ 
tion der Differentialgleichung“: 

(«3 + h V) y" + («1 + * 1 tf) y' + («0 + b a x) y = 0 

in den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademie der Wissen¬ 
schaften im Mai d. J. veröffentlichten, haben wir mehrere Differen¬ 
tialgleichungen, die specielle Fälle folgender Gleichung sind: 

(«3+63 tf) y"' + («3 + 63 x) y" 4- (</, + bl x) i/-j-(((o+b„x)y =0 

nicht in geschlossener Form zu integriren vermocht; wir wollen nun 
durch diesen Aufsatz einige Lücken des erwähnten Memoires ausfül¬ 
len, und zu gleicher Zeit die Integration mehrerer anderer Differen¬ 
tialgleichungen, die sich auf solche von der eben besprochenen Form 
zurückführen lassen, hier anfügen. 

Integration der Gleichung 

( 1 ) X y" + ay'+ by =F(x). 

Die Integration dieser Gleichung gelang uns vollkommen , wir 
wollen jedoch dieselbe hier auf eine directe Weise vollführen, und 
nicht, wie wir es in unserem ersten Memoire tliaten, durch ein glück¬ 
liches Errathen der Form des Genüge leistenden Ausdruckes. 

Differentiirt man nämlich die Gleichung (1) 4 amal, so erhält 

man: 

(2) aryGW- 2 ) -|_ Qi _|_ a ) f/O+D -j- — F (^) (a?) 


und setzt man in dieselbe: 
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I/O) = % 

und führt statt x eine neue, unabhängig Variable £ ein, so dass: 


ist, so hat man, da 

dz 

dx 

d 2 z 


£ = Vx 

1 dz 

ü dl 

\ dz i d-z 


ist, für die Gleichung (2) folgende andere: 




wenn man nämlich das Resultat der Substitution von x = £ 3 
in 4FO)(o?) durch y (£) bezeichnet. Eine Vereinfachung ergibt 
sich nun für: 


v- +«= 4 » 

man hat nämlich dann: 

(3) g + 4 6* = y(0- 

Um nun diese zu integriren, betrachtet man in der Regel zuerst die 
reducirte Gleichung: 

d 2 z 

(4) — +4is=0 

und erhebt sich dann, mittelst der Methode der Variation der will¬ 
kürlichen Constanten, von dem Integrale der reducirten Gleichung 
zum Integrale der completen. 

Der reducirten Gleichung (4) genügt man für: 

z = A e+ r ^~ b + II e~ 2 &~ ö 

unter A und B willkürliche Constante verstanden, der completen (3) 
genügt man durch denselben Ausdruck, nur sind dann A und B nicht 
mehr Constante, sondern Functionen von £, die aus folgenden 
Gleichungen zu bestimmen sind: 
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fi ‘11 c--&->= 0 

(h dt> 


dZ ~ d% 

und für y ergibt sich somit: 

d tt ~i r . 


(lB c -*lV-b = ^= ? (£) 


2 V—b 


(S) 


y = ——— \A c- B 1. 

dx a i L J 


Integration der Gleichung 

(6) a? y"' + « y" + * y = ^ O) • 

Diese Gleichung, von welcher die Gleichung: 

xy'"-y = 0 

deren Integration in geschlossener Form uns bisher so viel Schwie¬ 
rigkeiten bereitete, ein specieller Fall ist, lässt sich auf eine ganz 
ähnliche Weise bewältigen, wie die eben behandelte. 

Differentiirt man dieselbe //.mal, so erhält man: 

cc -f- (//. -f- (i) ± b t/Ch*) = JF(iO (#) 

und setzt man: 

ytä = z, 

ferner: 

lAr = £ 

und nimmt Rücksicht auf die Gleichungen: 


dz 

1 

dz 



dx 

2? 

di 



d*z 

i 

dz 

1 

ä*z 

Ix * 


di 

+ 4^ 

w 

d z z 

3 

dz 

3 

d*z 

dx z 

8^ 

dl 

8£^ 



dt* ^2 j dfi % 

vermöge welcher die Differentialquotienten — , — , — in Diffe- 

dx dx^ dx^ 

rentialquotienten von 2 bezüglich £ umgesetzt werden, so erhält man : 

Silzb. d. mathem.-natnrw. CI. XXVI. ßd. t. Hfl. 3 \ 
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(Pz 

W 3 


+ T + a 


i) 


d z z 

de , 2 


1 ( p . _|_ « — |)^ ± 8 blz = ? (0 


wenn man unter y (?) diejenige Function von ? versteht, die man 
erhält, wenn man in 8 V x F^F) (o?) statt x , ? 2 setzt. 

Diese Gleichung wird wesentlich vereinfacht, wenn man: 


a + ix = 


3 

O 


setzt, denn man erhält dann: 

( 7 ) ^±8 = 


und ihre Integration erfordert wieder vorerst die Integration der 
reducirtcn Gleichung: 


,n z 

^ ± Sb$z — 0 . 

dt,° 


Man hat nämlich hiefür (siehe Petzval’s Integration der linearen 
Differentialgleichungen I. Band, pag. 55 ) 


/ °°_ 

e 326 [/? t -f- ß 2 -f B z ewt + Z? 4 e^] du, 

0 

wo ix t /jio [j . 3 die Wurzeln der Gleichung 


juA -j- 1 = 0 oder pP — 1=0 


bedeuten, je nachdem nämlich : 

^ 8 b£z = 0 oder ^ — 8 b£z~ 0 

die zu integrirende Gleichung ist, und wo i>, /? 3 /> 4 willkürliche, 

hlos durch die Gleichung: 


( 9 ) 


-h —I— 

IM l J -> !H 


+ - = 0 

IM 


verknüpfte Constante sind. Erhebt man sich nun von dem Integrale der 
reducirten Gleichung zu dem Integrale der completen, so kann man 
den Ausdruck (8) auch als das Integrale der completen Gleichung 
ansehen, nur sind dann B l , B z , B z , B± nicht mehr als Constante, 
sondern als Functionen von ? zu betrachten, zwischen denen nebst 
der Gleichung ( 9 ) noch folgende Gleichungen stattfinden: 
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_!ll rdB, . , dB, . , dB, . , rf/? 4 .1 

/ f 324 —r H - r <? w ' ; + —r 4 - r fH “* 5 U u = 0 

J L ch (h ( i q j 

0 

/ > °°_ — r rfff, , , rf/? s r , rf/J 3 . tf/? 4 , n 

lue 324 1 >j-, —T -f* ; j -2 -pr c J —IJ.O — e^i" 4 — 4 c'^"' \du =*0 

o 

/•* _JlLr dB, , , tfZ? 2 . , rf/f 3 

/ m 2 e 324 j^y ., 2 — e“i" ? + /Jt » 2 /W e—" ; + /x 3 2 — + 

0 

r //>, ^ 

+ f^ ä -^r ***"' S J^«=?(0 ; 

für y ergibt sich somit folgender Werth : 

/ oo u \ _A 

e _ 324 j^Zs [z?,^'"^ + TLcV*‘ Vx +ß s e^ x +Z? 4 e^“^] rf«. 


Integration der Gleichung 

+ «y" + * y' + cy =z^ (»• 

Genau so, wie wir die vorhergehende Gleichung integrirten, 
lässt sich auch diese integriren. Ein y. maliges DifFerentiiren derselben 
gibt nämlich: 

t vy( i^+ 3 ) (y, a) y(M- 2 ) -f- ft y(H -0 -f- f i/OO = FOO(o?) 

und setzen wir wieder: 

7/00 = £ 

F .t? = £, 

so erhalten wir: 


dH , V l 3 \ cPz % 3 

+Y(F+«—t) . 7^ — 7^C a +«—T‘ 


tfg 3 


■ 2 ^)S+ 8c ^ = r(0 


wenn man wieder unter <f (£) diejenige Function von £ versteht, die 
man erhält, wenn man in (,r) statt x, f 3 setzt, und welche 

sich vereinfacht für: 


ix -f - a — 


denn wir haben dadurch : 
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und dies ist, falls sie reducirt wird, eine jener Gleichungen, deren 
Integrale Petzval nach der Laplace'schen Methode im l.Bd. seines 
oftgenannten Werkes pag. t >6 bestimmte. 


oo 


Liouville hat im Journal de Pecole polytechnique, tom. XV. 
rkwi 

<Py 


folgende 4 merkwürdige Formeln aufgestellt 


v- 1 


H-* 

2 


d(V x y- 
d?y 




?■— 1 l m] 


d x 


d x 


r d^y d i \ d 2 y ] 

(fl) -- = 2 iV.x‘ - a? 2 — 

^ rv / a-y j - üL iJ 


(C) 


(fl) 


(V'.r) 


da: ~ 

2 


dx“ 


uVxY 


0 , d 4 r JL d 2 ( y Y\ 

2^ V -I o? 2 -- (-7—) 

M- 1 l vFa*/J 


da: 


da: 


d IA ?/ 
d (Fa* 


vy L x) J 

y ,2 ,2 


dx ~ da: " 

und namentlich hievon Gebrauch gemacht bei Gelegenheit der Inte¬ 
gration der Gleichung: 

JL dfz 


x 


dx* 


hz — F (a?). 


Er setzt nämlich: 


d 2 y 

ln 

dx 2 


und erhält dadurch: 


x 2 


M-p 1^ 


1 +F- 


dx 


dx - 


welche l -^-mal differentiirt, zu folgender Gleichung führt: 
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M-i 


|X-l 


d 


■l-N-MULl+üyil^ 
1 L ü±j J ' P-— 1 


c/x* ~ r/x* ~ d x 

lind sich nach Anwendung der Formel (J) auch so schreiben lässt: 


1 «Py 

2 ! ‘ (Va;) 1 * 


4- /< y -■ 


V-— 1 

2 F(» 


Diese Gleichung geht für: 


2 ^ 


F# = £ 
p-—t 

d 2 F(x) 


l^-i 


: ? (?) 


r/ x 


über in : 


-~ + ^/<y = ?(ß) 

de? 

welche Gleichung, da sie constante Coefficienten hat, zu den leicht 
integrirbaren gehört. 

Wir wollen nun noch andere Anwendungen der Liouville'schcn 
Formeln machen. 


Integration der Gleichung 

p—* 

( 10 ) x 2 zW + hz = F(x). 

Wir setzen: 

_ JL 
„ _ ^_Vz/ 

_ 

rfa; 2 

und erhalten dadurch: 




_II 

d 2 y 


= F(.v) 


<hj ' 


rf.x- 
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Wird diese Gleichung -£-mal differentiirt, so kömmt man zu folgen¬ 
der Gleichung: 




dx ~ 


JL 

td d 2 
x ~ 


d * F (V) 


rfa; 2 dx ' 

welche sich, vermöge der Gleichung (J 5 ) auch so schreiben lässt: 


2 [ W.v d(Vxf 




JL 
c?o: 2 


Setzt man nun: 


so erhält man: 




2^Vx d F ^’ ==y(0’ 

da- 2 


d^ 

welche Gleichung bekanntlich für ganze pos. Wcrthe von rj. und für 
<p{£)~ 0 in die von Scherk (siehe Crelle’s Journal 10 . Bd.) betrach¬ 
tete übergeht, welche sich aber am schnellsten, wie es Lobatto und 
Petzval gezeigt, mittelst der Laplace’schen Methode behandeln lässt. 


Integration der Gleichung 

Ü±J 

(11) x 2 »00 -f -h z — F(x). 

Auch diese Gleichung können wir auf eine einfache, leicht zu 
integrirende zurückführen. 

Setzen wir nämlich: 


t* 



dx 


so erhalten wir: 
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dx 2 dx 2 

und wird diese Gleiehung mit 2 ^ multiplicirt, und^-mal differentiirt, 
so kömmt man zu: 


2 ^ 


4 ['* 4 (£)] 


dx 2 


+ 2 ^ — = 2 ^ 

Vx 


d 2 F(x) 


dx ~ dx 

Dureh Benützung der Formel (D) erhält man aber: 


‘Fy h ,, 2u d 2 F(x) 


d(Vxf Vx 


dx 


und wenn man: 


Vx =■ | 


2, Vx d llS*l= <p(0 

dx 2 


setzt: 


+ p( 0 » 

welehe Gleichung von einfacherer Form als die vorgelegte ist, und 
für ganze Werthe von p. leicht zu integriren ist. 

Integration der Gleiehung 

x* n y( n 0 = cc m y 

für ganze und positive Werthe von m und beliebige Werthe der Con- 
stanten a. 

Schon in unseren beiden früheren Memoiren war es uns gelun¬ 
gen, Gleichungen zu integriren, von denen specielle Fälle in der hier 
vorgelegten Gleichung enthalten waren; so ist namentlich das Inte¬ 
grale der Gleichung: 
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%V * y> = Ä y 
a 

y = A e ~F 

das Integrale der Gleichung: 

x'± y" = a* y , 

welche als specieller Fall in der Riccatfschen enthalten ist: 

y — x (ä e x -j- ßx ) 
dann das Integrale der Gleichung: 

welche als specieller Fall in der von uns integrirten cc r y f " = oAy 
enthalten ist: 

, k<x k*<x A* 3 ou 

y = cc~ (4 g x Jj c & —|“ Cg J 

woselbst k eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit bedeutet. 
Endlich fanden wir noch für die Gleichung: 

x s y"'' ~ a* y 

folgendes Integral: 

, Xa X 2 a X 3 a X 4 ou 

y = X z [AG x -|- ßG ~x -f- CG~~x -j- DG~~x) 

woselbst X eine imaginäre vierte Wurzel der Einheit ist. 

Geleitet durch diese Wahrnehmungen, fanden wir uns ver¬ 
anlasst, das Integral der Gleichung: 

x vn y(m) = a m y 

in der Form: 


y — x m ~ c x 

vorauszusetzen, unter (x eine primitive m te Wurzel der Einheit ver¬ 
standen, und zu sehen, ob dieser Ausdruck wirklich ein, der Glei¬ 
chung Genüge leistender Werth ist. Entwickeln wir denselben in 
eine Reihe, so erhalten wir: 
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m —2 o . o _ »i—3 o » •#«—4 

| .... 


?/ = 07 " 


—+ : 


‘21 


3! 


— 4 -C— iW-—.-- 


m-f-i m +1 


4- (— l)“- 1 - 1- (— i) m . — — --- . — + 

J r,, m (m+i)! a?s ^ 


( m — 1 )! 1 v J | m ! x 

m -\-2 m +2 j 

(jl ~ a ~ 1 


’ C'» + 2 ) ! *= 

und wird dies m mal diflerentiirt, und auf die Gleichungen: 

;j."‘ = 1 ; (—1)2“= t 

r n „, . (r+>»-!)! , 1 

dx m 1 j 0-0! x r+m 

Rücksicht genommen, so findet man: 


V' 


00 . 


?«-fl o »h +2 

y.a ' f p.~a ' 


x m + i 11 a » wl 4* 2 2 ! x m ^~* 


folglich ist: 


x V*yQn) _ rJ m } - l __ 


m —2 n o nt — 3 

\).%X (X 2 <X~X 


2! 


oder: 


o? 2w ?/ 0 ) = a m y 

was nachzuweisen war. Es ist somit das Integrale dieser Gleichung: 

{ |xa |a 2 cc (x 3 a [x”*a \ 

Ol + c,e + C Z e~~^ + ... + C m j 


Entwickelung Ton 


dx* 


in Reihen. 


Wir gehen aus von der Liouville’schen Formel: 


an 


Jf r 2 - 

0 ■ ~ n. 


d [l y 

<l(VzY 


F4] 


■ = 2 f- fs 


rft " 


_r_ 

rf ; 2 



















4 SH) 


Spitz«* r. 


und setzen in selbe: 

alsdann ist: 


y = e mz , 




= 2 ^ Yz m 2 


i - 1 

d 2 


dz 



und diese geht für: 

Yz = x 


über in: 


d* e mxZ 
dx* 


2 ^ m 2 x 


K- 



Ji 
^ 2 



e mz 


i 


^te» 

Man bat daher behufs der Entwickelung von- den — Ditfe- 

P-— i dx^ ^ 

rentialquotienten von dem Producte z 2 e mz zu bilden, alsdann hier- 

v- 

ein z = x 3 zu setzen, und das erhaltene Resultat mit 2 x zu 

multiplieiren. 

Nun erhält man: 


d 2 ±. tzl r , f.fr—i) , 

H- L ' 4m; r 

dz 2 

+ f* Q-l) 0—2) Cf*—3) + pt (pl—1) 0-2) 0-3) 0-4) 0-S) 


I! (4m) 2 


3 ! (4m) 3 


wenn man in die bekannte Formel: 

(12) d -~~- =l )(,) Q + (0 /*-') Q + (:) PO- 2 ) Q" + . . . 


] 




_ü 

2 


P = 


0 = 


P--< 

/v 2 


die Substitutionen: 
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vollführt; man hat somit: 


dv- e mx ~ 
dxV- 


( 2 >».r)i* e mx * £ I + 


f*0—O , e-Ce-—— 2 ) (e-— 3 ) 


4 mx 2 


2 ! ( 4 mx*)* 


+ 


4_ — 1 ) O" 2 ) Q— 3 ) Q— 4 ) fr—a) -1 

3! (4/«a*2)3 J 


welche Reihe für jedes ganze und positive \j. abbricht und für 
jedes andere p. zu einer divergenten, folglich unbrauchbaren Reihe 
führt. 

Gleichwohl ist es leicht, auch für andere, als ganze und positive 
jut den /ji ten Differentialquotienten von e mx * in couvergente Reihen zu 
entwickeln, und zwar wieder durch Benützung derselben Formel ( 12 ), 
nur setzen wir jetzt in dieselbe: 

M 

P= z 2 
Q = e m \ 


Da aber die Rechnung weiters keine Schwierigkeiten darbietet, auch 
sonst für den Augenblick für uns von zu wenig Interesse ist, so unter¬ 
lassen wir die Ausführung derselben. 

dv- e mx ~ + H - r 

Nun lässt sich auch leicht - bestimmen, denn man hat 

dxv- 


identisch: 


+ / M \2 » 3 

n x =5 m I x 4 - — I — — 

\ 1 2 mj 4wt 

und folglich: 

dv- e mxZ + 1lx _ dv- e n (* r +^) 

- -• = e 4 m - ; - 

dxv- dxv- 

oder wenn man eine neue unabhängig Variable einführt, mittelst 
der Substitution: 


so erhält man: 


+ «- 

—> 


dv- e tnx2 + nv 
d xv- 


n 3 
4 m 


dv- e mv r 


dxi ! A 


oder entwickelt: 
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rfa-li V J L 1 4m.r ,2 r 2! (4m.i-, a )~ 

■ 1)0^.—2) (u.—2) (.g—4) (;;.—ö) i 

3! (imxi 2 ) 3 ■+-••••] 

und führt man hierein wieder statt x t seinen Werth, so erhält man: 

»'Kn— 1 ) 


dv- e n, v2 + ,ix 
dx\ x 


■■ (2 mx-\-nY e mx '+ nx I I -f- ——- \~ 

v ' j L r (2/wa?+w)® 

w?2 p Qx—i) 0—2) O—3) 


+ 


2 ! 

w 3 [x O“ 1 ) O—■2) 0-3) O— 4 ) 0—3) 


3! (2/»a:+w) 6 

was für ganze und positive Werthe von /jl giltig ist. 


+■■•] 


Integration der linearen Differentialgleichung 

(iJ) (m + x) y" + [A + ß — (« + ß) (m -f- x)] ij + 

+ P — Aß — B a -cc ß ( m -f- x) ] y = 0 

mittelst bestimmter Integrale. 

Nach der Lapiace’schen Methode (Lacroix Tratte du ealeul 
differentiel et du calcul integral tom III, pag. 572), welche Prof. 
Petzval in seinem Werke: „Integration der linearen Differential¬ 
gleichungen“ vervollständigte, ergibt sieh für das Integrale der obigen 
Gleichung, unter Voraussetzung positiver, oder imaginärer Werthe 
von A und B mit positiven reellen Bestandteilen folgender Ausdruck: 

/ 

y = / c »0»+.r) (j t - 1 (u - ß) B ~ i du. 

a 

Ich habe bei Gelegenheit des Studiums der Poisson’schen Arbeit 
„Memoire sur Pintegration des equations lineaires aux difterences 
partielles“ (Journal de Pecole polytechnique 1 ) tom XII) gefunden, 
und in meinem früheren Memoire auch mitgetheilt, dass in dem spe- 
ciellen Falle, wo nebst der oben angegebenen Bedingung noch 


A ) S. Sitzb. d. mathem.-naturw. (1. ßd. XXVI, IIft . , S, 476. 
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a •+• r, = i 

ist, das zweite particuläre Integrale der Gleichung (13) in folgender 
Form erscheint: 

/ 

y = — a)' l “ 1 (w — ß)^ 1 %[0w+a?)(w — x)(u — 

Ct 

In diesem Memoire will ich die Form des Integrales der Gleichung 
(13) in demjenigen Falle angeben, wo A und B positive Brüche 
sind, deren Summe eine ganze Zahl ist, oder aber, wo A lind B ima¬ 
ginär sind, mit reellen Bestandteilen, welche die eben genannten 
Eigenschaften besitzen; mit anderen Worten, ich will das Integrale 
der Gleichung (J3) für den Fall angeben, wo 

A = A t + a 
B = Bt + b 

ist, unter a und b ganze positive Zahlen verstanden, wo ferner A x 
Bi positive Zahlen, oder imaginäre, mit positiven reellen Bestand¬ 
teilen, deren Summe gleich l ist, bedeuten. 

Ist also : 


Ai + Bi = 1 , 

so hat man für das Integrale der Gleichung: 

(14) (m + x)y"+ [A, +B t — («+ß)(»»H-a)]y'+ [-A t ß-B t «+ 

-\-<xß(m+x')]y =0 

folgender Ausdruck: 

/ 

y = C, I e u(m +- r ) (u — a) A >- l (u — ß) /l <~ i du -f- 

a 

/ 

+ Co I £«0»+*)( w —a)^i— 1 ( u —ß)^ -1 lo(j[(m+x)(u —«)(m— ß)]</u 


den ich der Kürze halber mit: 

(13) y=(p (x) 

bezeichne. 
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Ich setze in (14) und (IS) : 


dadurch erhalte ich: 


y = e~ 


(16) (m+x) z" + [. A x +/?! + («— ß) (>»+#)] «' + Ai (cc—ß) z = 0 
und ihr genügt: 

z = e* x y (x ); 

durch ein «maliges Differentiiren der Gleichung (IG) erhält man: 

(:m -j- x) z(. a + 2 ) -f- [« -{-Ai +Z?i + (a — ß) (w -f xy\ sOH" 1 ) + 

+ («4- 4,) («—= 0 


und ihr Integrale ist auch: 

s = <?—y (#). 

Setzt man nun: 

$00 = F, 

so erhält man: 

(m + .v) V + [ff + 4, + B t + (a— ß ) (m 4- x)] V 4- 
4-0 + 4,)(« — ß) V— 0 

und für das Integrale derselben: 

v= ^‘ [«"*'?’(*)]• 

Setzt man endlich: 


F = 1F 

so erhält man die Gleichung: 

(17) (m -(-«) Tr 4-[«4-4,4-5, — («4-ß)(w?4-a:)] TF'4- 
+ [— ß(a + A t ) — <xB, + xß(m + x)] TF=0 


der folgender Ausdruck genügt: 
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TP—- e** — \e~* x <p(x \\ 9 

dx a L J 

woraus man deutlich den Einfluss sieht, den die Änderung von A x auf 
das Integrale ausübt. 

Lässt man nun in (17) auch B { um b wachsen, unter b ebenfalls 
eine ganze positive Zahl verstanden, so hat man für das Integrale der 
Gleichung : 

(18) -f [rt+A, +/>+/?! —( a +ß)(»?+#)]?/ + 

+ [— ß (a + A,) - « (b +Ä,) + « ß (m +*)] y = 0 

folgenden Werth: 

(19) y = «f* ^ p (*) ) ] 


und es lässt sich leicht naehweisen, dass dieser Ausdruck auch für 
beliebige Wertlie von a und b stattfindet, nur dürfen die, hei den 
Differentiationen eingeführten Constanten nicht willkürlich sein, 
sondern müssen vielmehr so gewählt werden, dass der Gleichung 
(18) Genüge geleistet wird. 

Bleibt man hei der Voraussetzung von ganzen und positiven 
Werthen von a und b stehen, so erhält man, wenn man in (19) statt 
<p ( x ) seinen Werth setzt: 


P 

fjb p fjü Z 1 1 

y = C\ eV* — — j <#”+*&-*) («—«)^-‘ ( w _ßjß,-l 

a 

(Jb r (Ja f* 

+ Cs — e O-W* — /<?«»'+•* ("-«) (■« — a)- 4 !-' ( u — ß) B > ~ 1 . 
dx b L rf.r«^7 y v r 7 

cc 

. tof/[(u — a)(u — + C 3 ^ X ~~ b | et*—®* . 


p 

* 0»+«^’) Je wm + X ( n -*) (u — a)A— 4 ( w — ß ) 5 «- 1 rfajj. 


Die zwei ersten Theile dieses dreilheiligen Ausdruckes lassen 
sich sehr einfach entwickeln, sie nehmen nämlich suecessive folgende. 
Formen an: 


49G 


Spitzer. 


a 

,6 r 

+ C% e$ x —— I e(*~ P) r / «) ^ — ß) D ^~ i . 

a 

. log (ti — a) (?« — ß) du J 


oder: 


J 


(T r 

Ci e ** ~dJ Ic um + x( - H -®(u—<x) a + A t- l (ti—ß) B t~ i du+ 

a 

il h d 

-f C a e>' - /e" M + r (“-P)(?<— ßyi-1 . 

dx h J 


. log(gi — «)(w— 


oder endlich: 


/ 

cj c «On+.r) ( U _ a y+A ,-1 ( U _ßy+B,-1 du + 
a 

+ C 2 1 c u t m + x ) (ji — a y<+^-i (ti — ßy+ B i — 1 /m/ (w — a) (w — ß) du 


somit hat man für y folgenden Werth: 

3 


y — C t je<^%u —a) a +^i —, (^—ß)*+ 5 i— 1 { du-\- 

<x 

+ C 2 J S“(“+») (m — a) 8 +^< —1 (« — j3) 6 + ß '-‘ lofj (u—a) (u—ß) d u + 

a 

b [ a ß 

-|- C z e$ x —— I 6?C a ß)* r -T log (w-|-af) fe tl,n ~ -f *(«—«) — a) A i— 1 . 

<x 

. (ti — ß) B *-~ l du j | 

und jetzt wollen wir uns mit der Entwickelung des 3. Theiles von y 
beschäftigen. 
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Es ist: 


3 

^[log (in+x) — ß ) ß i- ! r/wJ = 

a 

r ,p 

/öf/ (»< + ») /«”’»+*(*—«)(m — a )«+-4,— 1( M - ßY -1 _|_ 

a 

i / 

+ (“)•—- - /<,«»+*(»-«) («_«)o+^.-2 ( M —J3) Ä , 

Wi + 

a 

1 ! /’ ß 

— (?) • ■ - ■ - ■ /Ö--+XC—)(«— a )«-H,-3( fl _ß)Ä.-lrfM4. 

a 

p 

2 1 r 

+ o) • ,^3 y e 


folglich: 


ß 

eO—P)* j*e um +* T ( u -°0 (w—a)^ 1— 1 (w— fi) B i—' du j 

a 

log (in + x)J*e um + :t (- u —$>(u —— ß) B *~ l du -f- 

a 

i r ß 

+ (?) .-—- e um + x O—®(tt—<x) a + A <- 2 (u—ß) B -- 1 du- 

rn x j 

a 

i! r ß 

— (?) . -^——— Je' ,m + x ( u -V( u —cc) a + A ‘- s (ii—ßy>- 1 du + 

a 

3 

+ (?) Je» a +*l»-V)(u—«y+ A ‘~Xu—ßy>- l du— 


und wenn man diese Gleichung 4mal nach x diifcrentiirt, dann mit 
e$* multiplicirt, ferner der Kürze halber folgende Bezeichnungsweise 
einführt: 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XXVI. Bd. I. Heft. 


32 
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(20) Je" (“+*) («—a)"+ J >—' (u — ß) b + B i-’du =(>■ , s), 

a 

so hat man: 

$ x ~ b J e(*~ß) v —- £log (jn -f- a?) / £ ww +*("—°0 — oJ A '— 1 . 

a 

. («—ß)^“ 1 rfw j| = 1og(jn-{-x){\\') + 

+o- 4 ;(«)-a). 5 ^.( 1 ») + ©^c»)— 

+ © ■■ i <*> - © © ■ + 0) © • <»>- 

-©•<^.W +6)©.™^)- 


+ (-»)• 


(mi-|-.y ) 3 


(41)- 


Es ist somit das Integrale der Gleichung: 

0» + x)y" + [A+ß-(cc + ß) (m + xj\ ij + [ — A ß — B « + 
+ ccß(?n-\-x)~\y = ° 

in dem Falle, wo: 

A = A t -f- a 
B = B y + b 

ist, in welchen Gleichungen a und b ganze positive Zahlen bedeuten, 
und Ay und B { positive Zahlen oder imaginäre, deren reeller De- 
standtheil positiv ist, welche der Gleichung: 


Ay + By = 1 


genügen, Folgendes: 


( 21 ) 


y = Cy (u —( u —ß ) ß '“ 1 du -f- 


+ (u —a) A— 1 (w— ß) ß ~ i loff[(?n-\-x)(u— cc)(u — ß)^dit-\- 


+-^[(i)( i2)+cor 2 i)]- 
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- ft ( 13 ) + (‘) G) ( 22 ) + G) ( 31 )] + 

+ ft [(0 ( 14 ) + (S) 0 ) (23) + (?) (?) (32) + CO (41)] -.. 

wobei der Kürze halber: 



( w +* r ) (u — oC) A " r (u — ß) B ~ s d u 


angenommen wurde. 


Integration der linearen Differentialgleichung 
(22) (jn-\-x)y"-\-\B —2a(wi+£c)]i/'+ [A—Z?a+a 2 (wi-f-af)]?/==0 
mittelst bestimmter Integrale. 

Setzt man in dieselbe: 


so erhält man: 

(in+x')z ,, + Bz' + Az = 0 

und durch Einführung einer neuen unabhängig Variablen £ mittelst 
der Substitution: 

£2 = m + a? 

nimmt dieselbe die Form an: 


(23) £ ^ + (22?-l) - + 4J£s = 0. 

Ihre Integration erfordert die Zerlegung folgenden Bruches: 

(2 # — 1) 
w 2 -j~ 4 A 

in Partialbrüche. Nun hat man: 


(2 B—\)u 


B — 




B — lr 


1( + 2 V—A 


U* + 4 A 


u — 2 V—A 
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fulglicli wird die Gleichung (23) durch einen Ausdruck von der Form 
(21) genügt, so oft B eine ganze positive Zahl ist. 

Um das Integrale der Gleichung (23) aufzustellen, hat man in 
(21) statt: 

A , B , a , b , m , a , ß , x , y 


der Reihe nach zu setzen: 

B — I , B — i , B— 1 , B— 1 , 0 , —21^=1,2^=1, £ , * 
somit ist: 


++—A 


C, . /e<(«'+4^) ß -|^ + 

J -7- 


.o|/_ A 


+2U-A 


+ C 3 




lotj [|(« 2 -)-4yi)] 4- 


+ -^ [(V)(i2) + (V)(2i)]~ 

- [(V)(13) + (V) (V) (22) + (V) (31)] + 

+ C. t .|i [(V) (14) + (V) (V) (23) 4- (V) (V) (32) + 
+ (V)(4I)].... 

und folglich hat man für das Integral der Gleichung (22) für den 
Fall, dass B eine ganze positive Zahl ist; folgenden Ausdruck: 



4- 7^*“[eV) (12) + (V) (21)] - 

V m-\-x 

— Q e“. ^ [(V) (13)+ (V) (V) (22) + (V) (31)] + 
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+ 7-^-7 KV) (i 4) + (V) (V) (2=5)+ 

0 »+.r)j 

+ (V) (V)(32) + CV) (41)]-. . . . 

hiebei wird unter (Y$) folgender Ausdruck verstanden: 

(rs) = I «**'“+* (11 + 2t / =X) *-*-'* ( M — 2^=TÄ) . 

Integration partieller Differentialgleichungen. 

Wir beginnen mit folgender, bei den Untersuchungen über die 
Ausbreitung des Schalls vorkommenden Gleichung: 



deren Integration uns auf eine höchst einfache Weise gelang. Wir 
setzen: 


(p = e at f(ti) , u = x 2 -f- y 3 
und denken uns hierbei a als eine constante Zahl; alsdann ist: 

(l 2 p 

— = a 2 /'(w) 
dt 2 ' v ; 


dx 2 

d 2 ? 


2 [f 00 + 2 x 2 f" 00] 


_I = 2 ^[f («) + 2^r («)] 

und substituirt man diese Wertbe in (24) so erhält man: 

**/“(«) = 4 «- [/" («) + «/•"(«)] 

oder in geordneter Form: 

nf oo+roo—£^/*(«)=°- 

Das Integrale dieser Gleichung ist: 

di 


/•(«) = £7 | .l,c+f ^ ” + l? a J 
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somit hat man: 

<p = ji + / y , 

unter und B a willkürliche Constante verstanden, und da eine 
Summe solcher Ausdrücke, der linearen Form der vorgelegten Glei¬ 
chung halber, ebenfalls genügt, so kann man auch: 

di r r . v “\ , , ( 

setzen, und dies ist das vollständige, mit 2 willkürlichen Functionen 
versehene Integrale der vorgelegten Gleichung 1 ). 

Um die willkürlichen Functionen zu bestimmen, ist erforderlich, 
dass man den initialen Zustand des Systemes kennt. Sei für: 





# = 0 , 

so hat man: 


(25) 

(«) = 

und da: 

d v di 

d* dui 




ist: 


4 ) Die partielle Differentialgleichung': 




dt 3 


= (1 2 


’V"? . , . <1~'? \ 

dx { 2 dx o 2 dxn 2 ) 


gibt auf ähnliche Weise behandelt: 


du 


71 —1 
2 


Vn\ 



woselbst: 

U = X x 3 + ^2 3 ”h • • • + 3 

ist. 
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(26) 




Aus den beiden Gleichungen (25) und (26) folgen: 




(V u\ 

M 

V 

d~i F x («) 

(27) 

</>< 

(v) + 

j- 

(iH-J 



(Vu\ 


V u\ 

d-i Fn (u) 


SV 

( — ) 


—) = 



V. a J 


a J 

du—T 

Nun ist: 








«■>. & 

du 

i _ 

<*■' 

(i) 

folglich erhält 

man 

i, wenn 

man 

die zweite 

der Gleichungen (27) mit 

UVn mult 'P llClrt ’ 

und alsdann 

integrirt: 


J. i 


1 _ d) f- 

v? f 

) _l r 

d—i F 2 (u) d u 

V* \ 

U J 

1 Y* y 

a 

) 2 al 

du —T ^ u 


und diese Gleichung mit der ersten, der Gleichungen (27) verknüpft, 
gibt: 


( Vu \ 

1 

d-i F t (u) 

+ k) 

f d-i F s 00 

du 

\ a ) 

“ 2 

du—i 

du—i 

Vu 

(——1 

1 

d-i F t 00 

1 / 

r d-i F 3 00 

d u 

V a ) 

l= 2 

du -T 

w 

du—i 

Vu 


welche Gleichungen die Form der willkürlichen Functionen und 
(pn bestimmen. 

Ganz auf dieselbe Weise lässt sich auch folgende Gleichung 


o A ? f i d ? i df f 

a- — = (m -Ki?) - \- n — 

dt* v 1 J dx* ' dx 


integriren, in welcher a 9 m und n constante Zahlen sind, und zu wel¬ 
cher man kömmt, wenn man die Gesetze sucht, nach welchen die 
kleinen Schwingungen einer gleichmiissig schweren homogenen Seite, 
die an einem Ende aufgehangen , am andern Ende belastet ist, 
vor sich gehen. 

Setzt man nämlich : 


(p — e * 1 f(x) 
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so erhält man : 

((#) + nf(x) — a z 0 L z f(x) — 0, 
deren Integrale folgendes ist: 


f(x) = Z - [ Cl e 2«ct / m+,r Q % e -i«*Vm+x J 


somit hat man: 


(p = ——- I Ci m +* r ) -f- Cz m +- r ) 

dx n — \ L 

unter C x , C 2 , cc willkürliche Constanten verstanden. Hieraus ergibt sich 

leicht für das allgemeine Integrale folgender Werth: 

du —"r r _ _ 

(p = -— I <p\ (7 + 2-f <p z (t — 2 aVm-\-x) 

(lx n -i L 


in welchem <p x und willkürliche -Functionen bezeichnen, die sich 
aus den Bedingungen für den initialen Zustand genau so, wie bei 
dem früheren Probleme bestimmen lassen. 


Integration der partiellen Differentialgleichung 

d z u (d 2 u , X du {/. \ 

- = ft 3--- u | . 

d t z Wa * 3 x dx x z J 

Mit dieser Gleichung in welcher a , [x , X constante Zahlen be¬ 
deuten, beschäftigte sich Poisson im „Journal de l'ecole polytech- 
nique tom. XII. pag. 215“; ihre Integration lässt sich leicht auf fol¬ 
gende Weise bewerkstelligen. 

Setzt man: 

u— e at f (x ), 

so erhält man : 

« s /x» =«- [roH -jfO)+ i ^/’( a? )] 

und diese gibt geordnet: 

x ~ r o)+* x f oo+ (i>-—~ ) /x» = o. 

Setzt man hierein: 

f O) = x k y 
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so erhält man, da: 

f (#) = x k y' + kx k ~ A y 
f (x) = x k y" -\-2kx k ~ l y' -f- k (k — 1) x k ~~ 2 y 
ist, folgende Gleichung: 

y" + (2Ä , -j-X) xy' -f [&(&—1) + ^ + /*— — .x ,2 J^=0, 

die sich vereinfacht, wenn man für k eine Wurzel der Gleichung: 
k(k — 1) + XA: + /jl = 0 

wählt. Führt man dann für x eine neue unabhängig Variable w ein: 
mittelst der Gleichung: 


cc 2 = w, 


so hat man, da: 


y' = Zv 


dy 

dto 


.. , d 2 y , ^ dy 

y = 4x 2 — - + 2 — 

J (ho 2 1 dtO 

ist, folgende Gleichung zur Bestimmung von y : 

4w ^ + 2(1+2*+A)^-- J , = 0 




und hieraus folgt: 


,*+4- 


y = —[4 «T ^ + 5 <TT 




somit ist: 


/(et?) = 


Är-f— 
(1 2 

r 

*+ 2 


LIä 




+ Be 


- y 

> a r n 


dw 


erner: 




= x k 


(ho 


*+4- 


e 


, V«,, , V w S 

K' + « ) -f ße ^ « -)] 


und endlich das allgemeine Integrale obiger Differentialgleichung: 
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d k+ ^ 


tlw 




K'+vJ+Al'-v)] 


unter und (p z aus den initialen Bedingungen leicht zu bestimmende 
willkürliche Functionen verstanden, unter w , k Grössen, die sich aus 
folgenden Gleichungen ergeben: 

w = x z 

*(*-1)+ X* + fx= 0. 


Integration der partiellen Differentialgleichung 

x _ J 

U ~d^~ X ' dx* 

Setzt man : 

? = e%t f (•*■)> 

so erhält man zur Bestimmung von f (.t?) folgende Gleichung: 

£ d'-’fjx) 


(a»yf(jv) = 


dx^ 


deren Integration wir früher schon, nach Liouville durchführten. 
Man hat nämlich: 

2 


f{x) = 


d 1 F(x) 


i-e 


dx 


setzend: 


i-p. 


i+n 


. . d 2 F(x) 1 d - F{x) 

(«a)* 1 -. 


i-p- 




dx 


und wenn man diese jetzt ~j~ mal differentiirt : 

p-— * H- 1 

d 2 r ^ d 2 FCx ) 1 

- ^rj 
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und durch Anwendung der Liouvill selten Formel 00 vereinfacht. 

N 1 (FFM 

(aayFLv) =- j- 1 

y V J ‘>J-d{VxY 

Diese Gleichung hat particuläre Integrale von folgender Gestalt: 

F (.v) = c -"^ 1 y/ - v 


somit ist: 


und 


*-i* 




dx 




dx 4 

und da a willkürlich ist, und eine Summe solcher Ausdrücke ebenfalls 
genügt, so hat man: 

1 — H - 

, ^ ^ ’ ^0 + 2 a k ! Vx) 

<P 0*0 = -- r 


dx 4 

U-p 

d 2 $o 0 %ako ^x) 

H-~-r 


1 — v- 


dx 


+ 


+ 


*—r- 

d 2 ipn (7 -j- 2 CI kn ^ X ) 


dx 


i—y 

2 


unter (p x <p z . . . (p n willkürliche Functionen lind unter k v Ä* 3 . . . k n 

= 1 


Wurzeln der Gleichung: 


verstanden. 
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Integration der DifFerentialgleiehuug 

£3L» fl .f£!L + £L + ... +ÜLV 

dt \dx x z r dx» z ' ' rfa-nV 

Wir setzen: 

<p = e* 2 ' f (m) 

woselbst: 

w = 3 4“ ^*3 3 “I" • • . -f- »t’rt 3 

ist, und erhalten: 

~ = ofie* 1 

ferner: 

j^i =2 e *‘ r r oo + 2 x ''f“ («)] 
g = 2 ^[roo + 2 ^roo] 


d z y 


dxn 


~ ; = 2 e« 3 ' [f‘ 00 + 2tf»7 ,,, («)]. 


Werden diese Werthe in die vorgelegte Differentialgleichung 
substituirt, so erhält man nach gehöriger Reduction: 


U f" (7t) («) 00 = 0 


und folglich ist: 


rf - 




-VV 


/'00 = —Ufi“ + *.« * 

ilu~ 

unter A a und B a willkürliche Constante verstanden. Es ist daher: 


n —1 

d~ 
<P = —^7 

du 2 

Nun ist bekanntlich: 


L 


ctt-f— Yu 


B a e 


a z t —°L Yu 


] 


+ oo 

= J_^-«-=+W< dw 
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folglich: 


«-i + 




a(2«y a(2wV t -—) 

c* ° + #«<? 






oder endlich 

tt — 1 


—2 ~~ “T oo ^ 

= ■ d n __J | (2 w v' £-|——) + (2 --) | d w 


du 


unter <p t und (p z solche willkürliche Functionen verstanden, welche 
das Integrale zwischen den Grenzen — oo und oo weder unbe¬ 
stimmt noch unendlich machen. 


Anhang. 


Bestimmung des Werthes folgenden unendlichen Kettenbruches: 

1 

* + T 

*+l + -j- 

x+Z-\ - 

a,*+3-f- ... 

ln den Zusätzen zu Legendre’s Geometrie findet man als Werth 
desselben : 

* ? 0*0 
? O +1) 

wo: 

11 1 

r v J x 2\x(x^i) r 3!a?(.?-f l)(*+2) “ 

ist. Da nun <p (x) auch folgendermassen geschrieben werden kann: 


<p ( x ) = ( x —1)! T — 1 —— -I---1---1-!-L. .1 

Yy J V 7 L(x— 1)! ' l!a?! ~2!(>+i)! “ 3!(aj+Ä)». I 

so hat man als Werth des unendlichen Kettenbruches, den wir der 
Kürze halber mit tp Qu) bezeichnen: 
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i)IO 

<p O) = 

Nun ist aber: 

TZ 

Y 


l 


l 

+ T7~T ■+ 


(x — i) ! 1 !#! 2 !(a?+l)! 3! 0+2)! 




+ 


* ! ' i ! (ar+ 1) I + 2 ! (.t+2J! + 3 ! (* + 3)! 


■+ ... 


+ f* ./ )’% >*S 

- I COS 2V e 2 Yrco,iv ( j w __ r J -j-j-t- . . . 

kJ 1 l!2! 2!3! 3!4! 


somit, wenn man beiderseits #mal differentiirt (unter x eine ganze 
positive Zahl verstanden): 

u 

1 d'^' r f* / i | y 

-- Yr cos ic c 2 Y r cos w die =- { - 

7T dr* L J J (4 — 1) ! ~ ilxl ' 


;!(a*+l)! 1 3! (ar + 2) ! 


r + ■•• 


folglich ist : 


dr 


TZ 


# + 


«+!+“ 


* + 2 +- 


1 


^+3+ • • 


r-}-l v 

— i ^ YrJ ico5ic.c 2 ^ rc05M V//cJ 




nur muss man noch, nach verrichteter Differentiation, r = 1 setzen. 

Es erscheint also dieser unendliche Kettenbruch in der merk¬ 
würdigen Form eines Bruches, dessen Zähler und Nenner Differen- 
tialquotienten sind mit veränderlichem Diflerentiationsindexe. 

Setzt man: 


(* 
so ist: 


_J_ 4 _ 1 „ i 1 , 1 i = 

c — 1) ! r i Ix ! ~ 2! (a?+ 1) ! 1 3 ! 0 + 2) ! ~ ‘ * * /V 


4> 0*0 = 


ffr) 


Da aber auch, wie leicht einzusehen: 

i 


ip (x) = .t* + 


*(« + 0 
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ist, so hat man, als nothwendige Folge dieser beiden letzten 
Gleichungen 

/•(.r) = a>f(x+\) + f(v+2) 

oder, wenn man 

f(*) = y 

f(x+\) = y + ± y 
f{v+ 2 ) = 2/ + 2 Ay + A z y 

setzt, folgende Differenzengleichung: 

(28) A* y + OH-2) A y -f x y= 0, 

deren Integrale: 

Tt 

y — A ——^ VrJ'cos iv er cos w dic)^ 

0 

ist, wenn man unter J eine solche willkürliche periodische Function 
von a? versteht, die, wenn x um t wächst, ungeändert bleiht, und r 
eine Zahl ist, die nach verrichteter, a; maliger Differentiation durch 1 
ersetzt werden muss. 

Wir bemerken hierbei, dass die Gleichung (28) eine solche 
ist, die sich nach den bisher bekannten Integrationsinethoden nicht 
integriren lässt. 


Integration der Diffcrcnzen-ffleichung 

(29) (>nx* + ux + p) + (qx + r) -\-sy=f(x). 

Diese Gleichung lässt sich ganz so behandeln, wie Liouville 
mit der ähnlich gebauten Differentialgleichung verfuhr. 

Macht man nämlich von folgenden 2 Formeln: 

Y e rnx = e mx ^ e m\x - [y 

A’(P Q ) = PA' Q + (!) A P [A r-1 Q + A r Q ] + 

+ (£) A3 P [A'- 2 Q -f 2 A'- 1 Q + A r Q] + . . . 

(siehe PetzvaFs Werk I. ßd., pag. 117) Gebrauch, von denen die 
erste von Prof. Petzval als allgemein giltig vorausgesetzt, und die 
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zweite von demselben als unmittelbare Folge hievon, abgeleitet 
wurde, so hat man A x = h setzend, und von der Gleichung (29) 
fj. mal die endliche Differenz nehmend: 

\jnx 2 -f- n x j) “f- fi h (2 mx~\- n -\-m li) fi (p —1) mh z ] AH- 2 y -f- 

+ h[/i(2?nx-\- n-\-mh) +2 p(p —t)w*A-f- qx -\-r-\-pqli] A^F 1 ?/-)- 
+ A 3 [fi (ji —1) m + p q + s] A^ y = A 3 A^ f (#). 

Wählt man nun fi so, auf dass: 

fi ((i —\) m +/i q + 5 = 0 

wird, was, so lange nicht m und q gleich Null sind, angeht, und setzt 
man: 

AH- 1 y = AH- 1 £, 

so erhält man eine Differenzen-Gleichung erster Ordnung, die somit 
leicht zu integriren ist. 


Liouville gibt folgende merkwürdige Formel: 



an, deren Richtigkeit sich dadurch darthun lässt, dass man in selbe 
y~S[A m c mx ] setzt; wir fanden folgende viel allgemeinere Formeln: 


A Mi [e rx A n (e~ rx yy\ = e rx A H (e~ rx A Ml y) 



unter m , r , n beliebige Constante verstanden, deren Richtigkeit 
genau so, wie bei der speeiellen von Liouville herrührende For¬ 
mel dargethan werden kann. 

Und nun schlicssen wir, mit derselben Bemerkung mit der wir 
unser erstes Memoire geschlossen. Da wir nämlich die Function 
complementaire in der Regel ausser Acht Hessen, so bleibt uns zur 
Yerificirung der gewonnenen Integrale, nichts anderes übrig, als eine 
directe Substitution in die vorgelegte Gleichung. 






